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Ââåäåíèå

Íàíîòðóáêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëûå ñòðóêòóðû öèëèíäðè÷åñêîé

ôîðìû, äëèíà êîòîðûõ âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàåò äèàìåòð. Ðàçëè÷àþò

óãëåðîäíûå è íåóãëåðîäíûå íàíîòðóáêè.

Íåóãëåðîäíûå íàíîòðóáêè îáëàäàþò áîëüøèì ïîòåíöèàëîì

äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ â ñèëó ïðèñóùèõ èì óíèêàëüíûõ

ñâîéñòâ. Èçâåñòíî, ÷òî íàíîòðóáêè îáëàäàþò áîëüøîé ïðî÷íîñòüþ íà

ñæàòèå; òàêæå, âíóòðè íàíîòðóáîê ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ÿâëåíèÿ

ñâåðõòåêó÷åñòè [5]. Èçâåñòíû ïðèìåíåíèÿ íåóãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ìåìáðàí äëÿ ðàçäåëåíèÿ æèäêîñòåé [11]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî

âíóòðè íàíîòðóáîê èç TiO2 ïîä äåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî ñâåòà èç âîäû è

óãëåêèñëîãî ãàçà îáðàçóþòñÿ óãëåâîäîðîäû [13].

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ íåóãëåðîäíûõ

íàíîòðóáîê [4]. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ íåóãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê

ÿâëÿåòñÿ ãèäðîòåðìàëüíûé ñèíòåç, ïðè êîòîðîì íàíîòðóáêè

ñêðó÷èâàþòñÿ èç íàïðÿæåííûõ ñëîåâ ÷àñòèö ñëîèñòîãî âåùåñòâà �

íàíîïëàñòèí. Ïðîöåññ ïðîõîäèò âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè âîäû (250 - 400
◦Ñ) ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì (30−100 ÌÏà). Â ïðîöåññå ñèíòåçà, íàíîòðóáêè

è íàíîïëàñòèíû îáìåíèâàþòñÿ âåùåñòâîì â äèôôóçèîííîì ðåæèìå. Â

õîäå äèôôóçèîííîãî ðîñòà (ðàñòâîðåíèÿ) ðàçìåðû òðóáîê ìåíÿþòñÿ �

íåêîòîðûå òðóáêè ðàñòâîðÿþòñÿ, íåêîòîðûå, íàîáîðîò, óâåëè÷èâàþò ñâîè

ðàçìåðû. Ñêîðîñòè äèôôóçèîííîãî ðîñòà îïðåäåëÿþòñÿ ïëîòíîñòüþ

ìàññîâîãî ïîòîêà íà ãðàíèöû òðóáîê. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèôôóçèîííàÿ

ñòàäèÿ ïðîöåññà ãèäðîòåðìàëüíîãî ñèíòåçà íàíîòðóáîê.

Äëÿ ïðîãíîçà ôèçè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîòðóáîê,

íåîáõîäèìî çíàòü ïàðàìåòðû èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì � ïî

äëèíå è ðàäèóñó. Ìîäåëü ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí,

ïðåäëîæåííàÿ â [8], âî ìíîãîì îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
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ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè îáúåêòàìè âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ

ñ èõ ðàçìåðàìè. Îäíàêî, ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïðîöåññå

äèôôóçèîííîãî ðîñòà îáúåêòû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äëèíû

íàíîòðóáêè. Ñóùåñòâóþùàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîñâèòêîâ íå

ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå áëèçêîãî ðàñïîëîæåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

îáúåêòîâ íà ïðîöåññ. Ýòîò ôàêò óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü óòî÷íåíèÿ

ìîäåëè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åùå îäíèì ïðåäïîëîæåíèåì, íà êîòîðîì

áàçèðóåòñÿ ñóùåñòâóþùàÿ ìîäåëü, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òðóáêè, èçìåíÿÿ ñâîè

ðàçìåðû, ñîõðàíÿþò ôîðìó. Ïðèìåðîì ðàáîòû, â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ

ýâîëþöèÿ ôîðìû íàíîòðóáêè âî âðåìÿ åå äèôôóçèîííîãî ðîñòà

(ðàñòâîðåíèÿ), ìîæåò ñëóæèòü [7].

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ìîäåëè â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ó÷åñòü äèôôóçèîííîå

âçàèìîäåéñòâèå íàíîòðóáêè ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè îêàçàâøèìèñÿ âáëèçè

íåå òðóáêàìè; â ðàáîòå [1] àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîâûøåííàÿ

êîíöåíòðàöèÿ òðóáîê ñèëüíî âëèÿåò íà ñêîðîñòè èõ äèôôóçèîííîãî

ðîñòà. Ðàññ÷èòàííûå ñêîðîñòè ðîñòà òðóáîê ïðåäëàãàåòñÿ îñðåäíèòü ïî

âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì âòîðîé òðóáêè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñïîñîáà

îñðåäíåíèÿ: ïî òåêóùåìó ðàñïðåäåëåíèþ òðóáîê ïî ðàçìåðàì è ïî âñåì

âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì è ðàçìåðàì âòîðîé òðóáêè.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ïðåäìåòíîé îáëàñòè è îïèñàíèå

ñóùåñòâóþùåé ìîäåëè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê. Ïðèâîäèòñÿ

êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ãëàâå 2 îïèñàí ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ó÷åòà ïðîñòðàíñòâåííîãî

ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ìîäåëè ýâîëþöèè íàíîòðóáîê, ïðèâåäåíà

÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé äèíàìèêè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê

è íàíîïëàñòèí. Îïèñàíû äâà ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé ðîñòà òðóáîê.

Â ãëàâå 3 îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ íàíîòðóáîê ñ ïîìîùüþ

7



ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ãëàâå 4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ãëàâà 1. Îáçîð

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåí îáçîð ïðåäìåòíîé îáëàñòè.

Â ðàçä. 1.1 äàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóþùåé ìîäåëè

ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí, íà êîòîðîé áàçèðóåòñÿ

ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìîäåëü.

Â ðàçä. 1.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñóùåñòâóþùåé ìîäåëè; âûäåëÿþòñÿ

åå îñíîâíûå íåäîñòàòêè.

Â ðàçä. 1.3 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ðàçä. 1.4 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè

ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê ñ ó÷åòîì èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî

ðàñïîëîæåíèÿ.

1.1. Ìîäåëü ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è

íàíîïëàñòèí

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ, îïèñàííîé â [8], áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü

íàíîïëàñòèíó åå õàðàêòåðíîé äëèíîé Lp è òîëùèíîé H. Îòäåëüíóþ

íàíîòðóáêó áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü åå äëèíîé Ls è ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ S. Òîãäà, ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîïëàñòèí è íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì

îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè fp(Lp, H, t) è fs(Ls, S, t) ñîîòâåòñòâåííî.

Äèôôóçèîííûé ðîñò èëè ðàñòâîðåíèå ïëàñòèí è òðóáîê ïðîèñõîäèò

âñëåäñòâèå òðàíñïîðòà âåùåñòâà ê èõ ïîâåðõíîñòÿì (îò èõ ïîâåðõíîñòåé)

÷åðåç æèäêóþ ôàçó. Ïëîòíîñòü ðàñòâîðåííûõ âåùåñòâ ρ óäîâëåòâîðÿåò

çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

ρ(t) + ρs(t) + ρp(t) = ρ(0) + ρp(0), (1.1)

ãäå

ρs(t) = ρm

∫∫
fp(Lp, H, t)L

2
pHdLpdH (1.2)

9



� ïëîòíîñòü âåùåñòâà, ñîñðåäîòî÷åííîãî â íàíîòðóáêàõ,

ρp(t) = ρm

∫∫
fs(Ls, S, t)LSSdLSdS (1.3)

� ïëîòíîñòü âåùåñòâà, ñîñðåäîòî÷åííîãî â íàíîïëàñòèíàõ, ρm � ïëîòíîñòü

âåùåñòâà òðóáîê è ïëàñòèí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ρs(0) = 0, òî åñòü â

íà÷àëüíûé ìîìåíò íàíîòðóáêè â ðàñòâîðå îòñóòñòâóþò.

Ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ïëàñòèí è òðóáîê çà ñ÷åò äèôôóçèè

ñâÿçàíû ñ ãðàäèåíòîì ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà íà ãðàíèöå:

j = −D∂ρ

∂n
, V =

j

ρm
, (1.4)

ãäå ρ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè: 
∆ρ = 0

ρ|∂Ω = ρe

ρ|r→∞ = ρs

(1.5)

Çäåñü D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, à ρe � ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ

âåùåñòâà íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ρe ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ýíåðãèè e íàïðÿæåííîãî ñëîÿ:

ρe = ρ0
e

(
1 + γe2

)
, (1.6)

ãäå γ � êîíñòàíòà, à ρ0
e � ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íà ïîâåðõíîñòè

íåíàïðÿæåííîãî ñëîÿ [6].

Ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàñòèí è íàíîòðóáîê ïî

ðàçìåðàì îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
∂fp
∂t

+
∂

∂Lp

(
VLpfp

)
+

∂

∂H
(VHfp) = ν [fp(Lp, H + a, t)− fp(Lp, H, t)]

∂fs
∂t

+
∂

∂Ls
(VLsfs) +

∂

∂S
(VSfs) = νδ(S − aLs)

∞∫
0

fp(Ls, H, t)dH

(1.7)

Çäåñü a� òîëùèíà äâîéíîãî íàïðÿæåííîãî ñëîÿ, ν � ÷àñòîòà îòêðó÷èâàíèÿ

äâîéíûõ ñëîåâ, VX � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà X çà ñ÷åò äèôôóçèè,

δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.
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Äëÿ ñêîðîñòåé ðîñòà íàíîïëàñòèí èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè:

VLp =
2D(ρ− ρe(ep))

Hρm
, VH =

2D(ρ− ρe(ep))
Lpρm

(1.8)

Äëÿ ñêîðîñòåé ðîñòà ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòåé íàíîòðóáîê

ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

VLs =
2D(ρ− ρe(ē))

Lsρm
, VS =

2D(ρ− ρe(es))
ρm

(1.9)

1.2. Àíàëèç ìîäåëè

Âíà÷àëå îòìåòèì ðÿä ïðåäïîëîæåíèé, íà êîòîðûõ îñíîâàíà

îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìîäåëü.

1. Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âçàèìîäåéñòâóþùèå îáúåêòû

(íàíîòðóáêè, íàíîïëàñòèíû) íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, âî ìíîãî

ðàç ïðåâûøàþùèõ èõ ñîáñòâåííûå ðàçìåðû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå

ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ðàñïîëîæåíèåì îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå è

ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñêîðîñòü ðîñòà íàíîòðóáêè âëèÿþò òîëüêî åå

ðàçìåðû è êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî â æèäêîñòè âåùåñòâà.

2. Âî-âòîðûõ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàíîòðóáêè, ìåíÿÿ ñâîè ðàçìåðû â

ïðîöåññå äèôôóçèîííîãî ðîñòà, ñîõðàíÿþò ôîðìó. Ýòî ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêîðîñòè óâåëè÷åíèÿ äëèíû òðóáêè VLs,

à òàêæå ñêîðîñòè óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè åå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ VS.

3. Äàëåå, èìååò ìåñòî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà äëèíû

òðóáêè íå çàâèñèò îò äëèíû òðóáêè:

VLs = VLs(ρ, S),

à ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íå çàâèñèò îò

ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ:

VS = VS(ρ, Ls).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îòîéòè îò ïåðâîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

è èçó÷èòü âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ïðîñòðàíñòâå íà ïîâåäåíèå

ñèñòåìû, ñîõðàíèâ ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè ôîðìû òðóáêè. Òðåòüå

ïðåäïîëîæåíèå áóäåò ïðîâåðåíî â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1.3. Îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ

Ê îñíîâíûì ìåòîäàì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÄÓ×Ï) îòíîñÿòñÿ:

• Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

• Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ

• Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

• Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûå âûøå ìåòîäû áîëåå ïîäðîáíî.

1.3.1. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) � íàèáîëåå ïðîñòîé ìåòîä

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÄÓ×Ï. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ââîäèòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà,

çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ â óçëàõ ýòîé ñåòêè, à

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé çàìåíÿþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íûå ðàçíîñòè.

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ÌÊÐ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïëîõî ïðèìåíèì

äëÿ îáëàñòåé ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñòðóêòóðèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîê, íåñïîñîáíûõ òî÷íî ïîâòîðÿòü

ôîðìó êðèâûõ ïîâåðõíîñòåé.

1.3.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) � îäèí èç íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÄÓ×Ï; îí ðåàëèçîâàí âî
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ìíîæåñòâå êîììåð÷åñêèõ èíæåíåðíûõ ïàêåòîâ, òàêèõ êàê Ansys, Abaqus,

FemLab, Comsol. ÌÊÝ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàòèêè, óïðóãîñòè,

òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêè, ãèäðîäèíàìèêè è ìíîãèõ äðóãèõ

çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü

ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå ïîäîáëàñòè � êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ìèíèìèçàöèÿ

ôóíêöèîíàëà âàðèàöèîííîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòè

ôóíêèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ.

ÌÊÝ ñëîæíåå â ðåàëèçàöèè, ÷åì ÌÊÐ, îäíàêî ó íåãî åñòü ðÿä

íåîñïîðèìûõ ïðåèìóùåñòâ � ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è â

îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ìîæíî ñãóùàòü ñåòêó òàì, ãäå íóæíà

ïîâûøåííàÿ òî÷íîñòü è äåëàòü ñåòêó áîëåå ðåäêîé â ìåñòàõ, ãäå âûñîêàÿ

òî÷íîñòü íå íóæíà.

1.3.3. Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ

Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ áàçèðóåòñÿ íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ.

Îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòû � êîíå÷íûå îáúåìû, äëÿ êàæäîãî

èç êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ïîòîêîâ ðàññìàòðèâàåìûõ

âåëè÷èí. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì òàê êàê èçíà÷àëüíî áàçèðóåòñÿ

íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ.

1.3.4. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) èëè ìåòîä

ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ � ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ÄÓ×Ï,

ñôîðìóëèðîâàííûõ â ôîðìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä ÃÈÓ ìîæåò

áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷àì, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ôóíêöèÿ

Ãðèíà.

Ìåòîä ÃÈÓ ÷àñòî ïðåâîñõîäèò ïî ýôôåêòèâíîñòè äðóãèå ìåòîäû
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÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÄÓ×Ï. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò, íàïðèìåð, ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïëîòíî çàïîëíåííûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ. Ïëîòíîñòü

çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà ðàçìåð äàííûõ,

êîòîðûå òðåáóåòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòè, à ðàçìåð äàííûõ, â ñâîþ î÷åðåäü,

âëèÿåò íà ñêîðîñòü ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1.4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

1. Ðàçðàáîòàòü ïðèëîæåíèå äëÿ àâòîìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

2. Ðàçðàáîòàòü ïðèëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.7),

èñïîëüçóÿ îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ðîñòà òðóáîê

3. Èçó÷èòü âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ïðîñòðàíñòâå íà

ñêîðîñòè èõ ðîñòà

4. Èçó÷èòü âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ïðîñòðàíñòâå íà

ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê

Âûâîäû ïî ãëàâå 1

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà ñóùåñòâóþùàÿ

ìîäåëü ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê; âûÿâëåíû åå îñíîâíûå íåäîñòàòêè.

Ïðèâåäåí îáçîð ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê ñ ó÷åòîì ïàðíûõ äèôôóçèîííûõ

âçàèìîäåéñòâèé.
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Ãëàâà 2. Ìîäåëü ýâîëþöèè àíñàìáëÿ
íàíîòðóáîê ñ ó÷åòîì ïàðíûõ
äèôôóçèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé

Â äàííîé ãëàâå îïèñàí ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ó÷åòà

ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê, à òàêæå ÷èñëåííàÿ ñõåìà

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí.

Â ðàçä. 2.1 ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

äèíàìèêè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí.

Â ðàçä. 2.2 ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ó÷åòà ïðîñòðàíñòâåííîãî

ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê ïóòåì ó÷åòà ïàðíûõ äèôôóçèîííûõ

âçàèìîäåéñòâèé íàíîòðóáîê.

Â ðàçä. 2.3 îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê ïðè îñðåäíåíèè ñêîðîñòåé ðîñòà ïî âñåì âîçìîæíûì

ïîëîæåíèÿì âòîðîé òðóáêè.

Â ðàçä. 2.4 îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê ïðè îñðåäíåíèè ñêîðîñòåé ðîñòà ïî òåêóùåìó ðàñïðåäåëåíèþ

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì.

2.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè

àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ( 1.7) â ðàáîòå

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿõ

çàìåíÿþòñÿ íà êîíå÷íûå ðàçíîñòè, èíòåãðàëû � íà ñóììû. Íèæå
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ïðèâåäåíà ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà:

fn+1
p − fnp

∆t
+ VLp(H)

fnp (Lp + ∆Lp, H)− fnp (Lp, H)

∆Lp
+

+ VH(Lp)
fnp (Lp, H + ∆H)− fnp (Lp, H)

∆H
=

= ν
[
fnp (Lp, H + a)− fnp (Lp, H)

]
fn+1
s − fns

∆t
+ VLs(Ls, S)

fns (Ls + ∆Ls, S)− fns (Ls, S)

∆Ls
+

+ fns (Ls, S)
VLs(Ls + ∆Ls, S)− VLs(Ls, S)

∆Ls
+

+ VS(Ls, S)
fns (Ls, S + ∆S)− fns (Ls, S)

∆S
+

+ fns (Ls, S)
VS(Ls, S + ∆S)− VS(Ls, S)

∆S
=

= νδ̄(S − aLs)
∑

fnp (Ls, H)∆H

Çäåñü, fn+1
∗ = f∗(t

n+1), fn∗ = f∗(t
n), ∆Z � ïðîñòðàíñòâåííûé øàã ïî Z

(Z = Ls, Lp, H, S), δ̄(x) � äèñêðåòíûé àíàëîã äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà.

Ïóñòü ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà: Ls, Lp ∈ [Lmin, Lmax],

S ∈ [Smin, Smax], H ∈ [Hmin, Hmax]. Ðàçîáüåì îòðåçîê [Lmin, Lmax] òî÷êàìè

Li íà ðàâíûå ÷àñòè; àíàëîãè÷íî ðàçáèâàþòñÿ ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ

îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Çàìåíèâ â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè ÷ëåíû âèäà

fnp (Lp + ∆Lp, H) íà fnp (Ljp + ∆Lp, H
i), ïðèäåì ê ôèíàëüíîìó âèäó çàïèñè

÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ñèñòåìû ( 1.7).

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîé ÷èñëåííîé ñõåìû è àëãîðèòìîâ

îñðåäíåíèÿ áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python.

2.2. Ó÷åò ïàðíûõ äèôôóçèîííûõ

âçàèìîäåéñòâèé

Ðàññìîòðèì ïàðó íàíîòðóáîê, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè îáëàñòè

ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííîãî êóáîì. Íàíîòðóáêè õàðàêòåðèçóþòñÿ äëèíîé

L1, L2 è âíåøíèì ðàäèóñîì R1, R2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ðàñïîëîæåíèå

òðóáîê, ââåäåì ðàññòîÿíèå d ìåæäó îñÿìè òðóáîê, à òàêæå óãîë ìåæäó
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îñÿìè òðóáîê ϕ. Ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê, ÷òî îñè òðóáîê ëåæàò â

ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ïðèìåð ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè òðóáîê

ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.1.

Ðèñ. 2.1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èç äâóõ íàíîòðóáîê, ïîìåùåííûõ â êóá

Ðàçìåðû òðóáîê îïðåäåëÿþò ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè íà èõ

ãðàíèöàõ, èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû

òðóáîê [8]. Åùå îäíèì íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü

ðàñòâîðåííîãî â æèäêîñòè âåùåñòâà ρ∞, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ íà ãðàíèöå êóáà, â êîòîðûé ïîìåùåíû òðóáêè.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñåìü íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþùèõ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ

íàíîòðóáîê: L1, L2, R1, R2, d, ϕ, ρ∞.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî âûáðàòü äèñêðåòíîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êàæäîãî ïàðàìåòðà:

L1 = {Li1}, R1 = {Ri
1}

L2 = {Li2}, R2 = {Ri
2}

d = {di}, ϕ = {ϕi}

ρ∞ = {ρi∞}

(2.1)

Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ îáîçíà÷èì êàê

X = ρ∞ × L1 ×R1 × L2 ×R2 × d× ϕ (2.2)
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Ââåäåì óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîãðàììû, ðåøàþùåé êðàåâóþ çàäà÷ó:

F : X→ R2

F (ρi1∞, L
i2
1 , L

i2
2 , R

i4
1 , R

i5
2 , d

i6, ϕi7) = {VLs, VS}
(2.3)

Ðåøèâ âñå ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è, ìû ïîëó÷èì ñêîðîñòè ðîñòà

êàæäîé èç òðóáîê â êàæäîì èç âàðèàíòîâ çàäà÷è. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ

äàííûõ, òðåáóåòñÿ çàôèêñèðîâàòü îäíó èç òðóáîê è îñðåäíèòü ñêîðîñòè

åå ðîñòà ïî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ïîëîæåíèé è ðàçìåðîâ âòîðîé òðóáêè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìåòîäèêè îñðåäíåíèÿ.

2.3. Îñðåäíåíèå ïî âñåì âîçìîæíûì

êîíôèãóðàöèÿì

Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà, îñðåäíåííûå ñêîðîñòè ðîñòà òðóáêè

äëèíû L̃ è ðàäèóñà R̃ ïðè ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà ρ̃∞

ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëå:

(VLs, VS) =
1

|L2| · |R2| · |d| · |ϕ|
∑

i1,i2,i3,i4

F (ρ̃∞, L̃, R̃, L
i1
2 , R

i2
2 , d

i3, ϕi4) (2.4)

Îòìåòèì, ÷òî L̃ è R̃ íå âõîäÿò â äèñêðåòíûå ìíîæåñòâà L1,2 è R1,2,

ïîýòîìó íàïðÿìóþ âû÷èñëèòü îñðåäíåííûå ñêîðîñòè ïî ïðèâåäåííîé

ôîðìóëå íåëüçÿ. Àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè äëÿ ðåàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîãî

âûðàæåíèÿ îïèñàí â ðàçä. 2.4.

Òàêîé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí ñëåäóþùèì

îáðàçîì: â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê

ðàññìàòðèâàåìîé íàíîòðóáêå íàõîäÿòñÿ íàíîòðóáêè âñåõ âîçìîæíûõ äëèí

è ðàäèóñîâ, ðàñïîëîæåííûå íà âñåõ âîçìîæíûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîä âñåìè

âîçìîæíûìè óãëàìè.
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2.4. Îñðåäíåíèå ïî òåêóùåìó ðàñïðåäåëåíèþ

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì

Îñíîâíîé èäååé äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì äëÿ âûáîðà òðóáîê, êîòîðûå ìîãóò

îêàçàòüñÿ âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé íàíîòðóáêè.

Èòàê, ïóñòü fs(L,R, t) � ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî fs

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1. Äàëåå, çàôèêñèðóåì M � ìàñêèìàëüíîå

÷èñëî òðóáîê, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé

íàíîòðóáêè äëèíîé L̃ è ðàäèóñîì R̃ ïðè ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

ρ̃∞. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ M ïîëîæåíî ðàâíûì äåñÿòè. Âûáåðåì

ñëó÷àéíî ÷èñëî m ∈ [1 . . .M ] � ÷èñëî òðóáîê, îêàçàâøèõñÿ âáëèçè

ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêè.

Âñïîìíèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ fs(L,R), à åå ñåòî÷íûé àíàëîã � ôóíêöèÿ f̄s : {Lis} × {Rj} → R.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òðîåê:

K =
{
〈ls, r, f̄s(Ls, R)〉|ls ∈ {Lis}, r ∈ {Ri}

}
(2.5)

Îòñîðòèðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà K ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè

f̄s, è ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî T , ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ

îñòîðòèðîâàííîãî ìíîæåñòâà K.

Âûáðàííûå m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T îïðåäåëÿþò m òðóáîê,

îêàçàâøèõñÿ âáëèçè ðàññìàòðèâàåìîé, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f̄s â êàæäîé

òðîéêå 〈ls, r, f̄s(Ls, R)〉 âîñïðèíèìàþòñÿ êàê âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ñ

êîòîðûìè ñîîòâåòñòâóþùèå ñêîðîñòè áóäóò âõîäèòü â îñðåäíåííóþ ñóììó.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà T âûáåðåì ñëó÷àéíî d ∈ {di}
è ϕ ∈ {ϕi} � ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó îñÿìè ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêè

(L̃, R̃) è òðóáêè, îïðåäåëÿåìîé ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà T . Òàêèì îáðàçîì,

ñôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ïÿòåðîê T̃ :
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T̃ =
{
〈ls, r, f̄s(Ls, R), d, ϕ〉

}
(2.6)

Ñêîðîñòè ðîñòà ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêè äëèíû L̃ è ðàäèóñà R̃

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

(VLs, VS) =
1

|T̃ |

∑
e∈T̃

e.fs · F (e.ρ∞, L̃, R̃, e.ls, e.r, e.d, e.ϕ) (2.7)

Òåïåðü âñìîïíèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ls è r, âõîäÿùèå â ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà T̃ , áðàëèñü îòíþäü íå èç ìíîæåñòâ {Li1,2} è {R
j
1,2}, a èç ìíîæåñòâ

{Lis} è {Rj}; ýòî îòíîñèòñÿ è ê çíà÷åíèÿì L̃ è R̃. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãî

ãîâîðÿ, íå âñåì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà T̃ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè â

äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ X:

∃e ∈ T̃ : {e.ρ∞, L̃, R̃, e.ls, e.r, e.d, e.ϕ} /∈ X. (2.8)

Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 2.2: òî÷êè {Lis} × {Rj}
èçîáðàæåíû òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ñåòêè, à òî÷êè {Li1} × {R

j
1}

èçîáðàæåíû êðàñíûìè êðóãàìè.

Ðèñ. 2.2. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è òî÷êè, â
êîòîðûõ ðàññ÷èòàíû ñêîðîñòè ðîñòà ïàð áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ òðóáîê (îòìå÷åíû êðàñíûì)

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî íåëüçÿ íàïðÿìóþ

âû÷èñëèòü îñðåäíåííûå ñêîðîñòè ïî ôîðìóëå ( 2.7). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

îñðåäíåííûõ ñêîðîñòåé ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ:
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1. Èíòåðïîëÿöèÿ ïî ðàçìåðàì âòîðûõ òðóáîê

2. Èíòåðïîëÿöèÿ ïî ðàçìåðàì ïåðâîé òðóáêè

3. Èíòåðïîëÿöèÿ ïî ïëîòíîñòÿì ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

Ïåðâûé ýòàï îïèñàí â àëã. 2.4.1, âòîðîé è òðåòèé � â àëã. 2.4.2.�

�

�

�

Àëãîðèòì 2.4.1: AveragedVForSecondTube(l1, r1, ρ, T̃ )

result← 0

for each e ∈ T̃

do



for each r ∈ {Ri
1}

do for each l ∈ {Lj1}
do V coarse

r,l ← F (ρ, l1, r1, l, r, e.d, e.ϕ)

intp2D ← build2DInterpolator(V coarse)

result← result+ e.fs · intp2D.evaluate(e.ls, e.r)

return (result)

�

�

�

�

Àëãîðèòì 2.4.2: InterpolateVelocities(ρ̃, T̃ )

for each ρ ∈ {ρk}

do



for each r ∈ {Ri
1}

do for each l ∈ {Lj1}
do V coarse

r,l ← AveragedVForSecondTube(l, r, ρ, T̃ )

intp2D ← build2DInterpolator(V coarse)

for each r ∈ {Ri}
do for each l ∈ {Ljs}
do V fine

ρ,r,l ← intp.evaluate(l, r)

for each r ∈ {Ri}

do


for each l ∈ {Ljs}

do

{
intp1D ← build1DInterpolator(V fine

∗,r,l )

Vr,l ← intp1D.evaluate(ρ̃)

return (V )
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Ðèñ. 2.3. Èëëþñòðàöèÿ ê àëãîðèòìàì èíòåðïîëÿöèè

Îïèñàííûå àëãîðèòìû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 2.3.

Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí

ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè t â

íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ðàññìàòðèâàåìîé íàíîòðóáêå íàõîäèòñÿ

íå áîëåå M òðóáîê, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðîèçâîëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîä

ïðîèçâîëüíûìè óãëàìè, ïðè÷åì èõ ðàçìåðû îïðåäåëÿþòñÿ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ fs(L,R, t) íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì â äàííûé ìîìåíò

âðåìåíè.

Âûâîäû ïî ãëàâå 2

Â äàííîé ãëàâå îïèñàí ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ó÷åòà

ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ìîäåëè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê. Îïèñàíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè

àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê è íàíîïëàñòèí. Ïðèâåäåíû äâà ïðåäëàãàåìûõ ñïîñîáà

îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé ðîñòà ïî êîíôèãóðàöèÿì, äàíû èõ èíòåðïðåòàöèè.

Àëãîðèòì îñðåäíåíèÿ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì ïðîùå è òðåáóåò ìåíüøå

âû÷èñëåíèé, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì îñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ

ñëîæíåå, òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè,

îäíàêî îí ó÷èòûâàåò äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ íàíîòðóáîê â

àíñàìáëå.
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Ãëàâà 3. Ìîäåëèðîâàíèå ïàðíûõ
äèôôóçèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé
íàíîòðóáîê

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ðàñ÷åòà ïëîòíîñòåé

äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ íà ãðàíèöû íàíîòðóáîê.

Â ðàçä. 3.1 îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ñèñòåìû

èç äâóõ íàíîòðóáîê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ðàçä. 3.2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå äåòàëè

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àâòîìàòè÷åñêîãî ñðåäñòâà äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ñèñòåìû äâóõ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ

íàíîòðóáîê.

3.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

äëÿ ñèñòåìû äâóõ íàíîòðóáîê

3.1.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Ïóñòü S1 è S2 � íàíîñâèòêè, S1∩S2 = ∅, à ΓS1
= ∂S1 è ΓS2

= ∂S2 �

ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå èõ. Ïóñòü C � êóá â R3, ïðè÷åì S1, S2 ⊂ C.

Îáîçíà÷èì ãðàíèöó îáëàñòè C êàê ΓC = ∂C.

Ïóñòü òàêæå Ω = C r (S1 ∪ S2) � êóá C, èç êîòîðîãî âûðåçàíû

âíóòðåííîñòè íàíîñâèòêîâ S1 è S2. Ïóñòü íàêîíåö Γ = ΓC ∪ ΓS1
∪ ΓS2

.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè:

∆ρ = 0 in Ω

ρ|ΓC = ρS

ρ|ΓS1 = ρΓS1
(x, y, z)

ρ|ΓS1 = ρΓS1
(x, y, z),

(3.1)

ãäå ρ = ρ(x, y, z) � ïëîòíîñòü ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà, ρΓS1
, ρΓS2

� êóñî÷íî-
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ãëàäêèå ôóíêöèè, ρS � êîíñòàíòà.

Åñëè çíà÷åíèÿ ρ èçâåñòíû âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω, ìîæíî íàéòè

çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè:

j = −D ∂ρ

∂n

∣∣∣∣
Γ

, (3.2)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Â ñâÿçè ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïîëîæåíèåì òðóáîê Si â îáëàñòè Ω,

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) íåâîçìîæíî; ðåøåíèå ìîæåò áûòü

íàéäåíî òîëüêî ÷èñëåííî.

3.1.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

3.1.2.1. Ïðîáíûå ôóíêöèè ýëåìåíòîâ

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω áûëè âûáðàíû

÷åòûðåõóçëîâûå òåòðàýäðè÷åñêèå ýëåìåíòû. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

òåòðàýäðà e, èìåþùåãî óçëû ñ íîìåðàìè i, j, k, l, ïðèâÿçàííàÿ ê óçëó

i ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

vi(x, y, z) = ai + bix+ ciy + diz, (3.3)

ãäå ai, bi, ci, di � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòè êîýôôèöèåíòû

âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

vi(xi, yi, zi) = 1;

vi(xj, yj, zj) = 0;

vi(xk, yk, zk) = 0;

vi(xl, yl, zl) = 0.

(3.4)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû ïðîáíîé ôóíêöèè vi. Ðåøèâ

åå, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè vi äëÿ ýëåìåíòà e.
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3.1.2.2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà â îáúåìå

Ôóíêöèîíàë âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ (3.1) èìååò âèä:

I(ρ) =

∫
Ω

[(
∂ρ

∂x

)2

+

(
∂ρ

∂y

)2

+

(
∂ρ

∂z

)2
]
dΩ (3.5)

[3, 2]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ãëàâíûå, òî åñòü

ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè ρ èùåòñÿ â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåèâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ρi è ïðîáíûõ ôóíêöèé,

ïðèâÿçàííûõ ê óçëàì:

ρ(x, y, z) =
∑
i

ρivi(x, y, z), (3.6)

ãäå vi � ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâÿçàííàÿ ê i-ìó óçëó â Ω, ρi � íåèçâåñòíûé

êîýôôèöèåíò.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (3.15) â (3.5), ïîëó÷èì ôóíêöèîíàë

I, çàâèñÿùèé óæå íå îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, à îò íåèçâåñòíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ρ1 . . . ρM+N . Óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà I

îáåñïå÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå I ïî ρi îáðàùàþòñÿ â

íîëü:
∂I

∂ρ1
= 0;

∂I

∂ρ2
= 0; . . . ;

∂I

∂ρM+N
= 0 (3.7)

Ôóíêöèîíàë I ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ïî âñåì

ýëåìåíòàì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè Ω:

I =

Ne∑
n=1

I(n), (3.8)

ãäå

I(n) =

∫
Ω(n)

[(
∂ρ

∂x

)2

+

(
∂ρ

∂y

)2

+

(
∂ρ

∂z

)2
]
dΩ (3.9)

Çäåñü n � íîìåð ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå.

25



Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî, óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà I

ïåðåïèøåòñÿ â âèäå: (
M+N∑
i=1

∂I(n)

∂ρi

)
, n = 1 . . . Ne (3.10)

Âûðàæåíèå ( 3.10) ïîðîæäàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé íà çíà÷åíèÿ

íåèçâåñòíûõ ρi . . . ρM+N .

3.1.2.3. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòåé

äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöó

Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå çàäà÷è (3.7) áóäåò íàéäåíî, ìîæíî íàéòè

èñêîìûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ÷åðåç ó÷àñòêè

ãðàíèöû íàíîòðóáîê S1 è S2.

Äëÿ ýòîãî, çàïèøåì óðàâíåíèå äèôôóçèè â îáëàñòè Ω â ôîðìå:

∇(∇ρ) = 0 (3.11)

Óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî âûðàæåíèÿ íà

ïðîáíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà Γ, ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω:∫
Ω

∇(∇ρ)vΓdΩ = 0 (3.12)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ñòîêñà, ïîëó÷èì:∫
Γ

∂ρ

∂n
vΓdS =

∫
Ω

(∇ρ;∇vΓ) dΩ, (3.13)

ãäå ∂ρ
∂n � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω.

Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ïëîòíîñòè ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂ρ
∂n = q.

Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü Ω ðàçáèòà íà òåòðàýäðû, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî óçëîâ,

ëåæàùèõ íà ãðàíèöå Γ, ðàâíî M , à êîëè÷åñòâî óçëîâ, ëåæàùèõ â îáúåìå

Ω r Γ = Ω1, ðàâíî N .

Ôóíêöèÿ q ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåíà â âèäå:
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q =
M∑
i=1

qiv
(i)
Γ , (3.14)

ãäå v
(i)
Γ � ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâÿçàííàÿ ê i-é òî÷êå ãðàíèöû Γ, à qi �

çíà÷åíèå ôóíêöèè q â ýòîé òî÷êå.

Àíàëîãè÷íî,

ρ =
M∑
i=1

ρiv
(i)
Γ +

M+N∑
i=M+1

ρiv
(i)
Ω1
, (3.15)

ãäå v
(i)
Ω1

� ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâÿçàííàÿ ê i-é òî÷êå îáëàñòè Ω1.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.14) è (3.15) â óðàâíåíèå (3.13), è ðàññìàòðèâàÿ

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â j-é òî÷êå ãðàíèöû Γ, çàïèøåì:

M∑
i=1

qi

∫
Γ

v
(i)
Γ v

(j)
Γ dS =

M∑
i=1

ρi

∫
Ω

(
∇v(i)

Γ ;∇v(j)
Γ

)
dΩ+

+
M+N∑
i=M+1

ρi

∫
Ω

(
∇v(i)

Ω1
;∇v(j)

Γ

)
dΩ, j = 1 . . .M

(3.16)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Mij =

∫
Γ

v
(i)
Γ v

(j)
Γ dS,

KΓΓij =

∫
Ω

(
∇v(i)

Γ ;∇v(j)
Γ

)
dΩ,

KΩ1Γij =

∫
Ω

(
∇v(i)

Ω1
;∇v(j)

Γ

)
dΩ

Òåïåðü, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.16) â ìàòðè÷íîì

âèäå:

Mq = KΓΓ · ρΓ +KΩ1Γ · ρΩ1
(3.17)

Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå (3.17) M íåèçâåñòíûõ qi è òàêîå æå

êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé. Ðåøèâ ñèñòåìó, ìû íàéäåì èñêîìûå ïðîèçâîäíûå

ïëîòíîñòè ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû Γ.
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3.2. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

3.2.1. Îáùåå îïèñàíèå àëãîðèòìà ÌÊÝ

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ñîçäàåòñÿ ôàéë îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè,

ñîäåðæàùèé ðàçìåðû íàíîòðóáîê (äëèíó è òîëùèíó ñòåíêè), à òàêæå

ïàðàìåòðû, çàäàþùèå ðàñïîëîæåíèå òðóáîê â ïðîñòðàíñòâå � ðàññòîÿíèå

è óãîë ìåæäó îñÿìè. Äàííûé ôàéë ñîçäàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ñêðèïòîì,

îñóùåñòâëÿþùèì óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ðåøåíèÿ. Äàëåå, ïî ôàéëó

îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóåòñÿ ôàéë ãåîìåòðèè â

ôîðìàòå, ïîääåðæèâàåìîé ïðîãðàììîé Gmsh [9]; äàííûé ôàéë òàêæå

ñîäåðæèò òðåáóåìûå ðàçìåðû ýëåìåíòîâ â óêàçàííûõ òî÷êàõ ãðàíèöû. Ïî

ôàéëó ãåîìåòðèè Gmsh ãåíåðèðóåò òðåõìåðíóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó,

ñîñòîÿùóþ èç òåòðàýäðîâ. Óçëû ñåòêè çàäàþòñÿ òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè

êîîðäèíàòàìè, à ýëåìåíòû � ñïèñêîì èíäåêñîâ óçëîâ.

Çàòåì, çàïóñêàåòñÿ ïðîãðàììà-ðåøàòåëü. Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ

íåå ÿâëÿåòñÿ ñåòêà è ôàéë îïèñàíèÿ ãåîìåòðèè. Ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñ÷èòûâàíèå è ïðåäîáðàáîòêà ñåòêè. Ïðåäîáðàáîòêà çàêëþ÷àåòñÿ â

óäàëåíèè óçëîâ, íå âõîäÿùèõ íè â îäèí èç ýëåìåíòîâ; òàêèå óçëû çà÷àñòóþ

ïðèñóòñòâóþò â ñåòêàõ, ñîçäàííûõ ñ ïîìîùüþ Gmsh. Äàëåå, âû÷èñëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé ôîðìû ýëåìåíòîâ; ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ îïèñàí

â ðàçä. 3.1.2.1. Íà ñëåäóþùåì øàãå ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

â îáúåìå, ïîðîæäàåìàÿ ( 3.10). Ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöà æåñòêîñòè ÌÊÝ

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé, ò.å. áîëüøèíñòâî åå ýëåìåíòîâ íóëåâûå. Êðîìå òîãî,

ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé,

÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìåòîä ñîïðÿæåííûõ

ãðàäèåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä

ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ; äëÿ ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ßêîáè.

Ïîñëå òîãî, êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.1) íàéäåíî, ôîðìèðóåòñÿ
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ñèñòåìà (3.17) óðàâíåíèé ÌÊÝ íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû,

íàõîäÿòñÿ ñðåäíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà íà ó÷àñòêè ãðàíèö íàíîòðóáîê. Äëÿ

ýòîãî, ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ìàññîâûé ïîòîê íà ó÷àñòîê ãðàíèöû òðóáêè, à

çàòåì îí äåëèòñÿ íà ïëîùàäü ó÷àñòêà ãðàíèöû.

Îïèñàííàÿ ñõåìà ðàáîòû àâòîìàòè÷åñêîãî ñðåäñòâà äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.1 Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîé

ñõåìû áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Java.

Ðèñ. 3.1. Ñõåìà ðàáîòû àâòîìàòè÷åñêîãî ñðåäñòâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ñèñòåìû èç
äâóõ íàíîòðóáîê

3.2.2. Ñïîñîá õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö

Äëÿ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò

DOK (Dictionary of keys, ñëîâàðü êëþ÷åé). Äëÿ õðàíåíèÿ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ çäåñü ñòðîèòñÿ ñëîâàðü: (i, j)→ çíà÷åíèå.

Îáû÷íî äàííûé ôîðìàò ïðèìåíÿþò òîëüêî äëÿ èíêðåìåíòàëüíîãî

ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû; äëÿ ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèé ñ ìàòðèöåé åå ïåðåâîäÿò

â äðóãîé ôîðìàò, íàïðèìåð, â Compressed Sparse Row èëè Compressed

Sparse Column [12].

Îäíàêî, ñòîèò ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ðàáîòû íàì òðåáóþòñÿ òîëüêî
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îïåðàöèè äîñòóïà ê ýëåìåíòó ïî èíäåêñàì è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð,

òàê êàê òîëüêî ýòè îïåðàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèöû è

ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Äîñòóï ê

ýëåìåíòó ïî èíäåêñàì áóäåò ðàáîòàòü çà ëîãàðèôìè÷åñêîå îò êîëè÷åñòâà

NNZ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âðåìÿ, à îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà

âåêòîð ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëèçîâàíà çà O(NNZ). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ñëîâàðü êëþ÷åé è äëÿ îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè.

3.2.3. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ äèàãîíàëüíûì ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì [12,

10]. Ïðåäîáóñëàâëèâàíèå � óìíîæåíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû

óðàâíåíèé íà íåêóþ ìàòðèöó, íàçûâàåìóþ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì (àíãë.

preconditioner [12]), òàê, ÷òîáû ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïîëó÷èâøåéñÿ

ìàòðèöû ñòàëî ìåíüøå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè èñõîäíîé. Ïðè ýòîì,

ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì

èñõîäíîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

AX = B (3.18)

Ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ßêîáè M èìååò âèä:

Mij =
δi,j
Aij

, (3.19)

ãäå δi,j � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

MAX = MB (3.20)

3.2.4. Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ

ïàðàëëåëèçì íà óðîâíå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé (ñëîæåíèå,

âû÷èòàíèå, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ, óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð,
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âû÷èñëåíèå íîðìû âåêòîðà). Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

îòðàæåíà íà ðèñ. 3.2.

Ðèñ. 3.2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ âñëåäñòâèå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îò êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ

Âûâîäû ïî ãëàâå 3

Â äàííîé ãëàâå äàíà ïîñòàíîâêà è ïîäðîáíî îïèñàí ïðîöåññ ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ñèñòåìû äâóõ áëèçêî

ðàñïîëîæåííûõ íàíîòðóáîê. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå

àñïåêòû ðåàëèçàöèè îïèñàííîé ñõåìû.
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Ãëàâà 4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî

ðàñ÷åòó ñêîðîñòåé ðîñòà íàíîòðóáîê, à òàêæå ýêñïåðèìåíòîâ ïî ýâîëþöèè

àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê.

Â ðàçä. 4.1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ

ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íà ñêîðîñòè ðîñòà íàíîòðóáîê.

Â ðàçä. 4.2 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñêîðîñòåé

ðîñòà îäèíî÷íûõ òðóáîê.

Â ðàçä. 4.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñêîðîñòåé

ðîñòà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïàð íàíîòðóáîê.

Â ðàçä. 4.4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê ïðè òåîðåòè÷åñêèõ îöåíêàõ ñêîðîñòåé äèôôóçèîííîãî ðîñòà.

Â ðàçä. 4.5 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íûõ òðóáîê.

Â ðàçä. 4.6 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýâîëþöèè àíñàìáëÿ

íàíîòðóáîê ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ

ïàð íàíîòðóáîê.

4.1. Ïðåäâàðèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ñêîðîñòåé

äèôôóçèîííîãî ðîñòà íàíîòðóáîê

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ

èññëåäîâàíèé ñêîðîñòåé ðîñòà íàíîòðóáîê; èññäåëîâàíèÿ íàïðàâëåííû

íà òî, ÷òîáû óñòàíîâèòü, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî âëèÿíèå âòîðîé, áëèçêî

ðàñïîëîæåííîé, òðóáêè, íà ñêîðîñòè äèôôóçèîííîãî ðîñòà ó÷àñòêîâ

ïîâåðõíîñòè ïåðâîé òðóáêè.
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4.1.1. Âëèÿíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðóáêàìè íà ñêîðîñòè èõ

ðîñòà

Â äàííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü

ñêîðîñòåé ðîñòà íàíîòðóáîê îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ îñÿìè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå íàíîòðóáêè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà è äëèíû. Îñè

òðóáîê ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, óãîë ìåæäó îñÿìè ϕ = 0, à ðàññòîÿíèå

d âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ [0.5 . . . 8.5] äèàìåòðîâ ñâèòêà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ

êîíôèãóðàöèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.1.

Ðèñ. 4.1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ íàíîòðóáîê îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà òðóáîê âîçðàñòàþò, è

àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê ñêîðîñòè ðîñòà îäèíî÷íîé òðóáêè.

Âûÿâëåííàÿ çàâèñèìîñòü îòðàæåíà íà ðèñ. 4.2 [1]. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî

áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå d, íîðìèðîâàííîå íà äèàìåòð a îäíîé èç òðóáîê;

ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà íà òîðåö òðóáêè

j, íîðìèðîâàííàÿ íà ïëîòíîñòü ïîòîêà íà òîðåö îäèíî÷íîé òðóáêè j0.

Ðèñ. 4.2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ìàññîâîãî ïîòîêà j íà òîðåö òðóáêè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñâèòêàìè d. a �� äèàìåòð ñâèòêà; j0 �� ïëîòíîñòü ïîòîêà íà òîðåö îäèíî÷íîãî ñâèòêà
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4.1.2. Âëèÿíèå ðàññòîÿíèÿ è óãëà ìåæäó òðóáêàìè íà ñêîðîñòè

èõ ðîñòà

Â äàííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü

ñêîðîñòåé ðîñòà íàíîòðóáîê îò ðàññòîÿíèÿ è óãëà ìåæäó èõ îñÿìè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå íàíîòðóáêè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà è äëèíû. Îñè

òðóáîê ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, óãîë ìåæäó îñÿìè ϕ

âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ [0 . . . π2 ], à ðàññòîÿíèå d âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ

[0.1 . . . 5] äèàìåòðîâ ñâèòêà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðèâåäåíà íà

ðèñ. 4.3.

Ðèñ. 4.3. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èç äâóõ îäèíàêîâûõ íàíîòðóáîê, ðàñïîëîæåííûõ ïîä óãëîì äðóã ê
äðóãó

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ âîçðàñòàåò; óãîë ìåæäó îñÿìè òðóáîê ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò

íà ýòó âåëè÷èíó. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñêîðîñòü ðîñòà äëèíû òðóáêè òàêæå

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðóáêàìè, îäíàêî èìååò

ñëîæíóþ êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îò óãëà ìåæäó îñÿìè òðóáîê.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòåé ïîòîêà íà ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè òðóáêè

îò óãëà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îñÿìè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.4.

4.1.3. Âëèÿíèå ñêîðîñòè ðîñòà äëèíû òðóáêè íà ñêîðîñòü

ðîñòà ðàäèóñà òðóáêè

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë óñòàíîâëåí åùå îäèí

âàæíûé ôàêò îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íîé òðóáêè. Êàê óæå

óïîìèíàëîñü, ñêîðîñòè ðîñòà äëèíû è ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
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Ðèñ. 4.4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü (ñëåâà) è íà òîðåö (ñïðàâà)
íàíîòðóáêè îò óãëà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îñÿìè òðóáîê

íàíîòðóáêè ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè ïëîòíîñòÿìè íà

òîðöå ρface è íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè òðóáêè ρside, à òàê æå ïëîòíîñòüþ

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà ρ∞ � çíà÷åíèåì íà �áåñêîíå÷íîñòè�.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ρ∞ ïðåâûøàåò ðàâíîâåñíûå

êîíöåíòðàöèè íà ïîâåðõíîñòè òðóáêè, ñêîðîñòè ðîñòà ýòèõ ïîâåðõíîñòåé

ïîëîæèòåëüíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îòðèöàòåëüíû. Îäíàêî, äàæå åñëè

ρface > ρside > ρ∞, òî ñêîðîñòü ðîñòà äëèíû òðóáêè îòðèöàòåëüíà,

â òî âðåìÿ êàê ñêîðîñòü ðîñòà ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè

ïîëîæèòåëüíà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ äèôôóçèåé âåùåñòâà ñ òîðöà íà áîêîâóþ

ïîâåðõíîñòü òðóáêè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ïëîòíîñòåé ïðèâåäåíî íà ðèñ.

4.5.

Ðèñ. 4.5. Äèôôóçèÿ âåùåñòâà ñ òîðöà íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü íàíîòðóáêè
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4.2. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ñêîðîñòåé ðîñòà

îäèíî÷íîé òðóáêè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïî ðàñ÷åòó ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íûõ òðóáîê. Çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìûõ

ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàá. 4.1.

Òàáëèöà 4.1: Çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìûõ

ïàðàìåòðîâ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ îäíîé òðóáêîé

Ïàðàìåòð Íàçâàíèå Çíà÷åíèÿ Ðàçìåðíîñòü

L Äëèíà òðóáêè 250, 300, 350 íì.

R Ðàäèóñ òðóáêè 5.7, 7.7, 9.7 íì.

ρ
Ïëîòíîñòü ðàñòâîðåííîãî

âåùåñòâà

2.00000000366

2.00000001838

2.00000035556

êã
ì3

Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì

ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî, ìàêñèìàëüíîãî è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû

â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â ðàçä. 4.4.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

îïèñàííûì â ðàçä. 3.2 çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü

îäíà íàíîòðóáêà. Âñåãî áûëî ðåøåíî 27 êðàåâûõ çàäà÷.

Íà ðèñ. 4.6 - 4.9 ïðèâåäåíû ïîëÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

è ïîëÿ ìîäóëåé ãðàäèåíòîâ ïëîòíîñòåé äëÿ ðàçëè÷íûõ L, R.

Ðèñ. 4.6 è ðèñ. 4.7 èëëþñòðèðóþò óõîä âåùåñòâà ñ òîðöà òðóáêè

(ñêîðîñòü ðîñòà äëèíû òðóáêè îòðèöàòåëüíà), à òàêæå ïðèõîä âåùåñòâà íà

áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü òðóáêè (ñêîðîñòü ðîñòà ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

ïîëîæèòåëüíà).

Ðèñ. 4.8 è ðèñ. 4.9 èëëþñòðèðóþò óõîä âåùåñòâà êàê ñ òîðöà òðóáêè,

òàê è ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ñêîðîñòè ðîñòà ïðè ýòîì îòðèöàòåëüíû.
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Ðèñ. 4.6. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L = 250 íì., r = 9.7 íì., ρ = 2.00000000366. Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå.

Ðèñ. 4.7. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L = 250 íì., r = 9.7 íì., ρ = 2.00000000366. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå.

4.3. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ñêîðîñòåé ðîñòà äâóõ

áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ òðóáîê

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî

ðàñ÷åòó ñêîðîñòåé ðîñòà ïàð áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ íàíîòðóáîê. Çíà÷åíèÿ

âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàá. 4.2.
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Ðèñ. 4.8. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L = 250 íì., r = 5.7 íì., ρ = 2.00000000366. Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå.

Ðèñ. 4.9. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L = 250 íì., r = 5.7 íì., ρ = 2.00000000366. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå.

Òàáëèöà 4.2: Çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìûõ

ïàðàìåòðîâ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ äâóìÿ òðóáêîé

Ïàðàìåòð Íàçâàíèå Çíà÷åíèÿ Ðàçìåðíîñòü

L1,2 Äëèíà òðóáêè 250, 350 íì.

R1,2 Ðàäèóñ òðóáêè 5.7, 9.7 íì.

d
Ðàññòîÿíèå ìåæäó

îñÿìè òðóáîê
10, 100 íì.

ϕ
Óãîë ìåæäó

îñÿìè òðóáîê
0, π2 ðàä.

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
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Ïàðàìåòð Íàçâàíèå Çíà÷åíèÿ Ðàçìåðíîñòü

ρ
Ïëîòíîñòü ðàñòîðåííîãî

âåùåñòâà

2.00000000366

2.00000001838

2.00000035556

êã
ì3

Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì

ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî, ìàêñèìàëüíîãî è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû

â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â ðàçä. 4.4.

Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

îïèñàííûì â ðàçä. 3.2. Âñåãî áûëè ðåøåíû 192 êðàåâûå çàäà÷è.

Íà ðèñ. 4.10 - 4.12 ïðèâåäåíû ïîëÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî

âåùåñòâà è ïîëÿ ìîäóëåé ãðàäèåíòîâ ïëîòíîñòåé äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ

êðàåâûõ çàäà÷.

Ðèñ. 4.10. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L1 = L2 = 250 íì., r1 = r2 = 5.7 íì., d = 2 íì., ϕ = 0, ρ = 2.00000000366. Ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå.

4.4. Ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ñêîðîñòåé

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñ÷åòó ýâîëþöèè (äèíàìèêè) àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê; äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ðîñòà ó÷àñòêîâ ãðàíèöû íàíîòðóáîê èñïîëüçóþòñÿ

îöåíêè, ïðèâåäåííûå â ðàçä. 1.1.
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Ðèñ. 4.11. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L1 = 250 íì., L2 = 350 íì., r1 = 5.7 íì., r2 = 9.7 íì., d = 2 íì., ϕ = 0, ρ = 2.00000000366.
Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå.

Ðèñ. 4.12. Ïîëå ïëîòíîñòè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà (ñëåâà) è ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè (ñïðàâà) ïðè
L1 = 250 íì., L2 = 350 íì., r1 = 9.7 íì., r2 = 9.7 íì., d = 2 íì., ϕ = π

2 , ρ = 2.00000000366.
Ñå÷åíèå.

Â òàá. 4.13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì fs(Ls, S, t) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè,

ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(1.7). Îáðàçîâàíèå íàíîòðóáîê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ

èñòî÷íèêîâûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.7):

δ(S − aLs)
∞∫

0

fp(Ls, H, t)dH (4.1)

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4.13, âíà÷àëå òðóáêè ñèëüíî óâåëè÷èâàþò ñâîé

ðàäèóñ, à çàòåì, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, èõ äëèíà óìåíüøàåòñÿ, à ðàäèóñû
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Ðèñ. 4.13. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì äëÿ t = 0, 100, 500, 100, 3000, 5000 ñåê.

òðóáîê ñòðåìÿòñÿ ê íåêîåìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ, áëèçêîìó ê âîñüìè

íàíîìåòðàì.

4.5. Ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ïðè ÷èñëåííîì

ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íîé òðóáêè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñ÷åòó ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê; ñêîðîñòè

ðîñòà ó÷àñòêîâ ãðàíèöû òðóáîê îïðåäåëÿþòñÿ ïî äàííûì ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà, îïèñàííîãî â ðàçä. 4.2.
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Â òàá. 4.3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê

ïî ðàçìåðàì fs(Ls, S, t) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïîëó÷åííûå ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ( 1.7).

Òàáëèöà 4.3: Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì ïðè èìïîëüçîâàíèè

ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ñêîðîñòåé è

÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé

Âðåìÿ, ñåê. Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ×èñëåííûé ðàñ÷åò

100

500

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
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Âðåìÿ, ñåê. Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ×èñëåííûé ðàñ÷åò

1000

3000

5000

Êàê âèäíî èç òàá. 4.3, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñêîðîñòåé ðîñòà òðóáîê,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, ðàäèóñû íàíîòðóáîê òàêæå

ñòðåìÿòñÿ ê íåêîåìó ðàâíîâåñíîìó ðàäèóñó, áëèçêîìó, îäíàêî, íå ê âîñüìè,

à ê øåñòè íàíîìåòðàì.

Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå ðîñòà, êîëè÷åñòâî òðóáîê, äîñòèãàþùèõ

âîñüìè-äåâÿòè íàíîìåòðîâ â ðàäèóñå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ äàííûõ
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ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê.

4.6. Ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ïðè ÷èñëåííîì

ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà áëèçêî

ðàñïîëîæåííûõ òðóáîê

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñ÷åòó ýâîëþöèè àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê; ñêîðîñòè

ðîñòà ó÷àñòêîâ ãðàíèöû òðóáîê îïðåäåëÿþòñÿ ïî äàííûì ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà, îïèñàííîãî â ðàçä. 4.3.

4.6.1. Ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ïðè îñðåäíåíèè ïî âñåì

âîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì âòîðîé òðóáêè

Â äàííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ îñðåäíåíèÿ äàííûõ,

ïîëó÷åííûõ â ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â ðàçä. 4.3, èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà,

îïèñàííàÿ â ðàçä. 2.3.

Â òàá. 4.4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê

ïî ðàçìåðàì fs(Ls, S, t) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïîëó÷åííûå ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.7).

Òàáëèöà 4.4: Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì ïðè ÷èñëåííîì

ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íûõ òðóáîê è

÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà ñ ó÷åòîì

ïàðíûõ äèôôóçèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé

Âðåìÿ, ñåê. Îäèíî÷íûå òðóáêè Ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
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Âðåìÿ, ñåê. Îäèíî÷íûå òðóáêè Ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

100

500

1000

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
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Âðåìÿ, ñåê. Îäèíî÷íûå òðóáêè Ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

3000

5000

Êàê âèäíî èç òàá. 4.4, ïðè ó÷åòå ïàðíûõ äèôôóçèîííûõ

âçàèìîäåéñòâèé òðóáîê, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà,

ðàäèóñû íàíîòðóáîê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê øåñòè-ñåìè

íàíîìåòðàì.

Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå ðîñòà, êîëè÷åñòâî òðóáîê, äîñòèãàþùèõ âîñüìè

íàíîìåòðîâ â ðàäèóñå ïðè ó÷åòå ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé áîëüøå, ÷åì ïðè

ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà îäèíî÷íûõ òðóáîê.

4.6.2. Ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ïðè îñðåäíåíèè ïî òåêóùåìó

ðàñïðåäåëåíèþ íàíîòðóáîê

Â äàííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå äëÿ îñðåäíåíèÿ äàííûõ,

ïîëó÷åííûõ â ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â ðàçä. 4.3, èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà,

ïðèâåäåííàÿ â ðàçä. 2.4.

Â òàá. 4.5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê
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ïî ðàçìåðàì fs(Ls, S, t) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïîëó÷åííûå ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.7).

Òàáëèöà 4.5: Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé

íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì ïðè ÷èñëåííîì

ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ðîñòà ñ ó÷åòîì ïàðíûõ

äèôôóçèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé äëÿ

ðàçëè÷íûõ ñõåì îñðåäíåíèÿ

Âðåìÿ, ñåê. Ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì Ïî ðàñïðåäåëåíèþ

100

500

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå
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Âðåìÿ, ñåê. Ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì Ïî ðàñïðåäåëåíèþ

1000

3000

5000

Êàê âèäíî èç òàá. 4.5, ïðè èñïîëüçîâàíèè îñðåäíåíèÿ ïî òåêóùåìó

ðàñïðåäåëåíèþ, ðàäèóñû íàíîòðóáîê ñî âðåìåíåì ñòðåìÿòñÿ ê øåñòè-

øåñòè ñ ïîëîâèíîé íàíîìåòðàì; êîëè÷åñòâî òðóáîê, èìåþùèõ ìàëóþ

äëèíó, íî áîëüøîé ðàäèóñ ïðè ýòîì áîëüøå, ÷åì ïðè îñðåäíåíèè ïî âñåì

êîíôèãóðàöèÿì.
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Âûâîäû ïî ãëàâå 4

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ó÷åò

ðàñïîëîæåíèÿ íàíîòðóáîê â ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå

íà ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî ðîñòà àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê. Êðîìå òîãî,

èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 4.1.1 ìîæíî çàêëþ÷èòü,

÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü èìååò îáðàòíóþ ñîâìåñòèìîñòü ñ èñõîäíîé ïðè

óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó íàíîòðóáêàìè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü âðåìåííîé ýâîëþöèè

àíñàìáëÿ íàíîòðóáîê, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü ðàñïîëîæåíèå íàíîòðóáîê

â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òàêèå àíñàìáëè íàíîòðóáîê,

â êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðóáêàìè ñðàâíèìû ñ èõ ðàçìåðàìè.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàñïîëîæåíèå íàíîòðóáîê â ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåò

ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ôóíêöèè ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ íàíîòðóáîê ïî ðàçìåðàì.

Â ðàìêàõ ðàáîòû ðàçðàáîòàíî àâòîìàòè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ

ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ ñèñòåìû èç îäíîé èëè

äâóõ íàíîòðóáîê. Ðàçðàáîòàííîå ñðåäñòâî ïîçâîëèëî ïðîâåñòè áîëüøèå

ñåðèè âû÷èñëåíèé ñêîðîñòåé ðîñòà ïàð áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ íàíîòðóáîê.

Áûëè òàêæå ðàçðàáîòàíû äâà ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé ðîñòà ïî

êîíôèãóðàöèÿì.

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî îïèñûâàòü

äèôôóçèîííóþ ñòàäèþ ãèäðîòåðìàëüíîãî ñèíòåçà íåóãëåðîäíûõ

íàíîòðóáîê, îõâàòûâàÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ àíñàìáëåé íàíîòðóáîê,

à èìåííî àíñàìáëè ñ âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé íàíîòðóáîê. Ïîêàçàíî,

÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü èìååò îáðàòíóþ ñîâìåñòèìîñòü ñ èñõîäíîé ïðè

óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó íàíîòðóáêàìè.

Ïî òåìå ðàáîòû áûë ñäåëàí äîêëàä íà VIII Âñåðîññèéñêîé

ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ (12-15 àïðåëÿ 2011

ãîäà, ÑÏáÃÓ ÈÒÌÎ). Êðîìå ýòîãî, ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû áûëà

îïóáëèêîâàíà â Òðóäàõ ÍÈÖ ôîòîíèêè è îïòîèíôîðìàòèêè [1].
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Èñòî÷íèêè
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